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SUR LE FROTTEMENT 

DES CORPS SOLIDES» 

par M. EULER, 


I. 

N a remarqué, que dans Ja pluspart des machines 
lefrotcemenceft fi confiderable, qu’une bonne partie 
des forces, qui font requifes pour mettre la machi- 
ne en mouvement, n’efî: employée qu’à furmonter 
cette réfiftance: de forte que s’il étoit posfible de délivrer les machines 
dufrottement, une beaucoup plus petite quantité de forces feroitfuf- 
fifante à produire le même effet. Tous les Mécaniciens convien- 
nent ausfî, qu’un' des principaux articles, desquels dépend la dernie- 
re perfeélion des machines, con/iftedans la diminution dufrottement, 
& c’eft dans cette vue, qu’ils ont taché depuis longtems de recher- 
cher la nature & la quantité dufrottement, pour en découvrir les 
moyens de le diminuer, ou de.Je faire évanouir tout à fait, s’il écoit 
posfible. 

II. Le frottement fc'manifefte toutes les fois , qu’un corps doit 
glifler fur la fürface d’un autre coi*psi car quelque polies, que foienc 
les fürfaces des corps qui gliffent les uns fur les autres, le mouvement 
y rencontre toujours quelque réfiftance, qui le détruit bientôt entiè- 
rement, à moins qu’il ne foie renouvelle par l’aétion réitérée de nou- 
velles 
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velles forces. Cependant il n’y a aucun doute, que le frottement ne 
devienne d’autant plus petit, plus les furfàces des corps, qui gl i fie ne 
les uns fur les autres , feront polies & unies, afin qu’il ne fe trouve 
plus de petites inégalités, qui puiflënt arrêter le mouvement, C'efl: 
par cette raifon, que les traîneaux gliflent allez ailément fur la glace ; 
& que dans les machines on éprouve une diminution confîderable 
du frottement, en enduifant de la graifle les furfàces, qui fe frottent 
mutuellement ; puisque la grai/Te fert à rendre ces furfàces plus égales 
& pins unies. 

III. Cependant les matières, donc on fe fert dans la conftru- 
étion des Machines, comme les bois, & les métaux, ne font pas fus- 
ceptibles d’un tel degré de polilTure, quele frottement ne foit pasen- 
core très confîderable : & l’experience a fait voir, que la réfifrance, 
dont toutes ces matières s’oppofent au mouvement, eft presque ta 
même, & égale à une partie fort confîderable de leur poids entier. Mr. 
^montons foutint, que le frottement étoit toujours égal au tiers du poids 
d'un corps, qui fe mouvoit fur une furface horizontale, ou générale- 
ment au tiers de la force, dont le corps étoit prdle contre la furfà- 
ce, fur laquelle il glifîbit, D’autres ont trouvé la quantité duffotte* 
ment un peu differente, & Mr, BUfinger ne donne au frottement 
que la quatrième partie de la pres/ïon. Comme cela dépend du de- 
gré de polifTure, qu’ont les furfàces des corps, il n’eflpas furprenar.t, 
que les expériences ne donnent pas toujours la même quantité de 
frottement. 

IV. Mais une ci rcon fiance bien remarquable , dont tous 
ceux qui ont examiné le frottement par les expériences, font d’accord ; 
c’eft que la quan tiré du frottement dépend uniquement du poids, ou de 
la force, dont un corps eft pre/îe contre ljfucfjcc, fur laquelle il efl 
entraîné; & que ni la figure du corps, ni la grandeur de fa bafe, n’en- 
trent en aucune maniéré dans la détermination du frottement. Car file 
frottement étoit caufe par l’arrachement des petits filets, ou parl’enfon- 
cement des petites prominences, qui fe trouvent fur les furfàces, qui 
a 11 lient l’une fur l’autre , on devroit p enfer , que plus les furfàces, 
qui fe touchent feroient larges, le frottement en devroit devenir plus 

Q_i grand. 
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grand. Peut-être même, que cette cïrconffance contribue quelque 
chofe , en des matières fileufes, & d'autres d’une femblable nature ; 
mais dans les bois & métaux, dont on a fait principalement les expé- 
riences, on doit convenir que la largeur de labafe ne fert,. ni à aug- 
menter, ni àdiminuer le frottement. 

V. Donc fi un corps ABCD eft prefle contre la furfàceMN 
par une force quelconque GP, quifoit“P, foit que ce foit le poids 
du corps ABCD, fi la furface MN eft horizontale, ou qu’il y ait 
encore une autre force dont le corps foit pouffe à la futface ; dans 
ce cas il faut une certaine force EF, avant qu’on foit en état de re- 
muer ce corps, & de le tirer fuivant la direction BN. On fait, que 
s’il n’y avoir point de frottement, la m oi n dre force E F féroit capable de 
mettre ce corps en. mouvement. Mais Ci le frottement eft égal à un tiers 

de la force P, ou que nous lepofions “ P, pour ne nous pas 

borner a une fiypotliefe ,, qui pourroit être trop particulière alors 

tant que la force F F fera plus petite que — P , le corps demeurera 

en repos, de meme que s’il n-’étoit folficitè d’aucune force. Or dés 

qu’on eraployera- une force EF plus grande que — P, le corps fera: 

actuellement entraîné félon la direction B N ; mais le mouvement ne 

fera produit, que par l'excès de la force EF fur le frottement P. 

VI. Le frottement doit donc être regardéjeomme une force rz 

P, dont le corps eft tiré en arriére félon la direction AM, qui eft 

toujours contraire à ceile'du mouvement du - corps, &pafïë parTattou- 
chement AB, Or elle eft bien differente des aurres forces réelles, 
qui peuvent agir fur le corps; car elle ne produit aucun effèr r que 
lorsque le corps fe trouve actuellement en mouvement, & ce n’cft 
qa’aiors, qu’elle faitle même effet, que file corps ABCD étoit effe- 
ctivement 
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düvenrenr follicité en arriéré félon la'diredïion ÀM.- Tant que 1er 
corps eft en repos, & qu’il n’eft tiré- que par des forces moindres 
que le frottement, tout fon effet ne confifte qu’en détruifant celui que 
res forces devraient produire elles mêmes. Ainfi nommant U force 
EF ” F, le corps n’en recevra aucun mouvement, à moins que F 

^2 f/JF 

nefurp3flelavaleurdufrottement — P; mais dés que F > —P le 

corps recevra une accélération 1 , qui convient à t PexccsF — P; 

& il ne s’enfuit pas, que fi' F < P, l'accélération; devienne 
négative. 

VII, Cela paraîtra d’abord fort étrange 1 , & contraire a l'a loi de 
continuité, de forte que la: nature femble faire ici un faut, ce qui n’ar- 
rive jamais dans l’uéHon des autres forces. Cependant on peut fe 
reprefenter l’utftion du frottement, d’une maniéré, qui levers tous les 
doutes, & qui fera conforme à l’aéïion des autres forces : car ie fe- 
rai voir , qu’on pourra produire par la feule aéïion de la gravité un 
effet tout à fait femhlable à celui du frottement, par lequel on pour- 
rait même découvrir la nature du frottement, vjuandméme elle- ne fe- 
rait pas encore connue par l’experrence. Cette confideratton fervira- 
ausfi à faire voir, en quoi confifte la véritable caufe du frottement, 
& d’où vient cette réfiftmce, qu’il oppofe au mouvement. Car 
quoique peut-être la véritable caufe du frottement ne convienne pas 
precifément avec celle- que je vai réprefenter, la parfaite 1 refièmbian- 
ce qu’on y remarquera, ne laiflera aucun doute fur la 1 posfibilité des 
effets, qui. paroiffent fi étranges, 

VIII, Surla ligne horizontale MN foient «G, éG, deux: plans 
également iitcli nés, qui forment en G l’angle a Gé, dans lequel foit 
enfoncé Je' corps A B CD" avec fa baie pointue A G B, dont l’angle 
AG B foit precifément égal à a G b. Dans cette fituation le corps 
ABGD fera non feulement en équilibre, mais ausfi une petite force 
EF* qui lui eft appliquée horizontalement ne fera pas capable de le 
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mettre en mouvement, quoique les faces, dont ce corps touche les 
plans inclinés foient parfaitement polies, & qu’aucun frottcmentn’y 
ait lieu. Car pour que la force QF puifle mouvoir le corps A B C D, 
il faut qu’elle le feïTe monter fur le plan incliné Gb t & partant elle 
doit être plus grande que la partie du poids du corps, laquelle le folli- 
cite dansla direction contraire G Ainfi ce corps ABCD le trou- 
ve dans un état fort fèmblabie a celui du frottement, puisque la force 
EF n eft pas capable de le mouvoir, tandis qu’elle efl moindre que le 
degré requis pour vaincre la pente du plan incliné. 

IX. La refîcmblance paroitra encore davantage, £ nous déter- 
minons la quantité de la force EF, qui eft requîfe pour mettre le 
corps en mouvement. Soit pour cet effet l’angle M G a r NGi 
— «, le poids du corps ABCD rr P, dont il eft folliciré en bas fé- 
lon la direction verticale GP; & la force EF ” F, qui tire le corps 
fuivant la direction horizontale E F. Puisque le corps ne peut être 
mis en mouvement, que félon la direction Gif , je décompofb la for- 
ce EF zz F fuivant la direction EH parallèle à Gb y & F H qui y eft 
normale, l’angle F EH étant zz NG^ zz «, la force EH fera F 
cof «, & ce n’cft que celle -cy qui cft employée à mettre le corps en 
mouvement. Or dès que le mouvement va commencer, le poids du 
corps, ou la force GP zz P s’y oppofe par fa partie GQ, qui refaite 
de la réfol ut ion fuivant les directions GQjSc PQ, dont celle - cy ell 
perpendiculaire à G Donc l’angle G P Quêtant ZI et, la force 
Ci Qjera ZZ P fin « : d’où l’on voit que le corps ne pourra être mis 
en mouvement , que la force F cof # ne foîr pas plus grande que 
P fin «. 

X- Donc tant qu’il fera F cof# ^ P fin #, le corps ABCD 
reftera en repos, & ne recevra aucun mouvement de l’aition de la 
force EF ” F. Or ii F cof# zz P fin « ou F zz P tang «, le corps 
fera, pour ainfi dire, en équilibre, ou tout prêt à fe mouvoir, dés que 
la force F devient tant foit peu plus grande que P tang «: ik quand 
cela arrive que F > P tang#, l’accélération du corps fuivant la dire- 
ction G b fera produite par Pexcés de la force F.H zz F cof# fiir P 

c’tft à dire par F cof # — P lin «. Par confisquent la réiiltan- 
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ce, qu’il faut vaincre dans ce cas, avant que le corps puifîè être re- 
mué, fera — P fin « , laquelle étant égale à une partie du poids du 
corps, & ne dépendant nullement de la largeur de la bafe A G B, dont 
ce corps touehe la furface a G l> } il en paroit une allez parfaite res- 
femblance entre ce cas, & eekii du frottement; & pour rendre ces 
cas égaux, on n’a qu’à faire fin et dans l’hypothefe /îmontons 
ou les angles MG </, & NGé “ jp°, 29':. or dans l’hypothefe de 
Mr. Bi/fînger ees angles feront ~ 14°, 28', à caufe de fin 1. 

XI. Il en fera de meme , fi la bafe A B du corps A B C D elt for- 
mée de plufieurs angles obtus AcdcdcdcB, tous fembUbles à eelui 
AGB, que nous venons de confiderer, & que la furfaee MN foît 
taillée d’une maniéré fèmblable,en forte que les inégalités" de la bafe 
& de la furfaee foienc parfaitement d’accord. Car dans ce cas , fi 
ehacun des angles, que eonftituënt les plans inclinés cd avec la .ligne 
horizontale M N, eft “ et, lecorpsABCD, dont le poids eft~P ? 
ne fera remué par la force horizontale E F ~ F, qu’il 11’y foie F cof 
et > P fin ee, ou F > P tang et : & tant que la force F fera moindre 
que P tang et, le corps refiera en repos. On voit bien, que la même 
chofe arrivera, quelque grand que foit le nombre des prominenees 
d,d } &c. & il n’eft pas même néeeflâire, que toutes les inclinaifons 
foient égales entr’elles, pourvu qu’il ne s’y trouve de plus grandes 
que l’angle et ; ear quand même il y auroit quelques angles moindres, 
ceux-cy ne faciliteroient point le mouvement. 

XII. Si c’etoit le cas du frottement, comme il parole fort pro- 
bable, or>compren droit aiiement les phénomènes du froc ternenr, que 
j’ai rapportés cy deffus, &qui regardent la difficulté de mettre un corps 
en mouvement. Car cette difficulté ne confifteroit qu’en ce que, 
pour mouvoir le corps, il faudroit qu'il montât effectivement fur 
un plan incliné. Delà on voit que dés que le corps a commencé de 
fe mouvoir, eomrne ces plans inclinés dc^dc &c. font extrêmement 
petits, ec corps montera ik defeendra alternativement; & partant 
puisque les descentes fe font d’elles mêmes, pendant que le corps 
femeut, la difficulté du frottement ne le faitfentir que par intervalles, 
c’tftàdire, dans les momens où le corps eft obligé démonter. D’où il 
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piroit, qu’on peut tirer cette conféquence ; que pendant que le corps 
cfl aétuellement en mouvement, l’effet du frottement ne fera que Ja 
moitié de celui qu’on éprouve, .avant qu’on puiffe mettre en mou- 
vement le corps. 

XJU. Donc afin que la force EF ™Fpuifffe imprimer au corps 
ABCD lin mouvement, elle doit être plus grande que P tangi», 
mais dés que le corps fe meut, la réfî fiance du frottement fera diminuée 
à demi. Par confequent pour calculer l’accélération du corps, on ne 
doit diminuer la force follicitante, que de 4- P fin a, de forte que l’ac- 
célération fera proportionelle à F cof et — £ P. fin », ou peut.- être * 
F . — i P tang », puisque dans les defeentes .alternatives, l’accelera- 
tion eflaugmantée paria gravité. .Ceux qui ont examiné Je frotte ment 
parles .expériences, ie font bornés uniquement à en découvrir la quan- 
tité avant que les corps fuiTent mis en mouvement. Il feroit donc 
forta fouhaiter, qu’on fit suffi des expériences, .d’où l’on pu i fie con- 
clure Ja quantité du frottement pendant que les corps font en mouve- 
ment-: & je ne doute presque pas, qu’on ne la trouveroît confide- 
rablement i;vir dre ; puisqu’on fait, que pour mettre en mouvement 
une machine, il faut que les premiers efforts fbient plus grands, que 
ceux qu’on evnpoyc dans la fuite pour continuer le mouvement. 

XIV. On fe fert ordinairement du plan incliné pour) connoî- 
tre la quantité du frottement:. Ayant mis le .corps P fur le plan A B, 
on éleve fuccefsivement ce plan depuis fà fituation horizontale A C, 
jusqu’àceque le corps P vient furie point de defçendre : alors on 
mefure l’angle B de I’inclinaifbndu plan AB,ou lescotés du triangle 
.rectangle ABC, d’où l’on tirera Ja valeur de kpaitie delà pefanteur 

AC 

qui agit félon Ja direction AB, qui fera ”PfinB”^*-yP, & ce fera à 


cette force que le frottement du corps P fur le plan AB eft égal. Or 
comme le frottement eft proportionnel à laprcfsion, dont le corpsP 

... B c 

cfl apprime au plan, cette pretsion étant “ P cof B ” ÂC ona P" 


prendra par cette expérience que le frottement eft à Ja prefsion, comme 

fin 
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finBà cof B, ou comme AC b BC: cette raifon du frottement à fs 
prefsion fera donc comme la tangente de l’angle B au finus total. Ce 
fera donc la force du frottement, qu’on doit vaincre, avant que le 
corps P puifie être mis en mouvement. 

XV. Mais pouf connoitre fi le frottement, que lecorps éprouve 
pendant qu’il fe meut actuellement, ell le même ou non: on pourra 
déterminer la quantité du frottement pour le cas du mouvement, par 
le moyen du même plan incliné. On n’aura qu’à élever le plan AB 
un peuplusque dans le cas precedent, afinquc le corps glifie aéhielle- 
ment fur ce plan en bas. Soit l’angle de l'inclinaifon B“«; & la 
prefsion du corps P fur le plan fera ~ P cof«, & la force dont il 
ell follicité fuivant la direction A B fera ~ P fin*. Suppofons que 
dans le mouvement lefrottement (bit à la prefsion comme p à i, & Je 
frottement pour lecasquenousconfiderons feralTji Pcof«; qui étant 
retranché de la force accélératrice Pfm«, le corps fera encore tiré fé- 
lon la direction de fon mouvement par la force “ P fin « — ^Peof* 
“ P ( fin « — fi co fo). 

XVI. Que le cbrps P ait commencé fon mouvement depuis le 
repos en P, & qu’il foit parvenu après un tems= t en M. Soit 
l’espace parcouru AM~j, & la vitefle en M égale à celle, qu’un 
corps acquiert par la chute de la hauteur ™ v, & les principes de Mé- 
canique nous fourniiïènc eette équation P dv ~ P (fin « — /acofa) 
à s ou en prenant l’intégrale v zz (fin* — ^ col»)/, de là Pelernent 
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dutems fera dtz r -^7 — 77-77; : 7^— r— , dont J’in- 

V v V Qnna — jucofa)/’ 
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tegrale ell t zz CQ ç a y Cczte exprefsion , .fi l’on ex- 

prime J’espace parcouru /en millièmes parties du pieds de Rhin, 
donnera le tems t exprimé en minutes fécondés , lorsqu’on divife cet- 
te expréfsion par^ojdeforte quefiletems/eft exprimécnfecondes,& 
l’espace s en millièmes partiesdupied de Rhin, on aura cette équation 
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XVÏÏ. Suppofon s maintenant qu’on ait mefurc exactement le 
tems, que lecorps P amis à defcendré fur le plan incliné |AB, dont 
Pangle décélération fur l’horizon, ou l’angle B foitn «. Soit la 
longueur du plan AB“ m parties millièmes du pied de Rhin : & le 
tems de la defeente parce pian ~ «minutes fécondes: & nous aïs- 
ions cette équation : 

V m 

125 V (fin a — jütcofa) 

ou 15625 ffn (fin et < — f* cofet) ~ m , d’où nous tirerons la valeur de 
U lettre jw : 

fi rr tanga *— 

° 15625 nn cofa 

Donc moyennant une feule expérience on fera en ctat de déterminer 
la raifon du frottement à la preîsion, qui a été fuppofëe comme ^ ài 
pour le cas du mouvement du corps P. 

XVIII. De cette formule il eft d’abord clair, que fi l’angle c& 
eft égal à celui-cy, où le corps P demeure encore en repos, alors 
la valeurdufrotcementferaprécifement la meme, qu’on aura trouvée 
pour le repos. Car puisque le corps dans ce cas 11c reçoit aucun 
mouvement, i! pourra être regardé, comme s’il faloit un teins infini, 
pour achever fa defeente. Dans ce cas donc le tems *n deviendra in- 
fini, & la formule donnera f* “rang «, ou bien le frottement fera i l'a 
prelsion comme In tangente de l’angle B au finus total, tout comme 
nous avons trouvé. Mais dés qu’on elevera le plan B A un peu da- 
vantage, lecorps defeendra actuellement, & fi l’on obferve le tems, 
qu’il emploie pour parcourir l’efpace AB, notre formule fera voir la 
valeur de jw, qui conviendra nu mouvement, & qui fera, à ce qu’il 
paroit vraifemblnble, plus petite que dans le cas precedent du repos- 
On s’a durera encore mieux lur cette matière , fi on donne au plan 
A B fuccefsivemeut plufieurs diverfes inclinaifon^, pour voir fi cha- 
cune donnera la même valeur pour^< ; car en cas qu’on en obti endroit 
des valeurs differentes, on en deuoitconclure, que lefroctement ne fe- 
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foie pas !e même pour tous les degrés de viteflê , ce qui ne parait pas 
pourtant probable. 

XIX. En cas quela force du frottement fut plus petite dans 4 e 
mouvement, que dans le repos, il en réfulteroit un phenomene bien 
étrange, qui mériterait toute l’attention pofsible. Pour l’expofer 
diftinflement, foit« l’angle B du plan incliné, où le poid Pft foutienc 
encore à peine en repos : deforte que pour peu qu’on augmente cet 
angle, le poids descendroit actuellement fur ce plan incline. Donc 

pout l’etat du repos lavaleut du frottement fera p ZZ or fup- 

pofant,quedésque le corps fe meut actuellement, lefrottement devint 
plus petit, foie pour l'etat du mouvement la valeur du frottement p “ 
v fin » ; cof«, où v marque une fraCtion plus petite que l'unité. A' 
prefent qu’on augmente l’angle B, afin que ce cas du mouvement ait 
lieu, & foit maintenant l’angle B zi $ : de forte qu’on n’a qu'à écrire 

v fin cl 

dans la formule trouvée cy-deflus <p pour « & pour f*' } pour 


trouver le tems#", dans lequel lecorpsPdcfcendra par le plan incliné 
ÀB, dont la longeur eft de m millièmes parties du pied de Rhin, le 

m 

tems fera donc: » — — r V — r.Sup- 

i25K(ünCP — v un a cof<p ; col a) r 

pofons à cette heure que l'angle B“<P ne furpaffe qu’ infiniment peu 
l’angle de repos «, & on devrait croire fuivant la loi de continuité 
que le mouvement du corps ferait infiniment lent. Mais nous ver- 
rons avec furprife, que ce mouvement s’achcve fubitemeht dans un 
tems fini, & même aflez court. Car foit <p ZZ « -+- «, où « marque 
une quantité infiniment petite. Si il fera fin <P zz fin ot 4 - &> cof«, & 
cof <p ZZ cof « ■ — fin et. Ces valeurs étant fubftituées, on aura 

„ — y * —±v-~ . 
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XX. Pour mieux faire fentir le phenomene, que cette formu- 
le renferme, foit la longueur du plan incliné .A-B'exaCtement zz 15625 
millièmes parties du pied de Rhin, ou foit AB égale à la hauteur, pat 

R 2 laquelle 



laquelle un corps tombe dans une féconde : & le tems de la defcente 


du corps P par ce plan incliné AB fera de n nrrr-ÿ rrn — 

r r r y ( i — *)' nn a 

fécondés ; foit déplus comme Mr. Biîfinger a trouvé par fes cxperie- 


mes fin * “ £» & ce tems feroit n “ Ç77- r : & fi le frottement 

y(l-v) 

devenoit dans le mouvement deux fois moindre* ou qu’il fût v zr 
ce tems feroit ttzziVz ou presque de 3". 11 ne feroit pas donc pos- 
fible de donner 1 à ce plan AB une telle inclinaifon, que le tems de la 
defcente furpafsât 3". Car tandis que l’angle Bcfl ou moindre, le 

corps P ne defeend point du tout ; & dés qu'on eleve tant foie peu 
le plan au delà, la defcente devient fubitement fi rapide que le corps 
n’emploiera qu’à peu prés 3 fécondés, à parcourir le plan incliné A B*de 
plus de 15 pieds. Or il eft clair, fi l'on êleve le plan davantage, que 
le tems de la defcente deviendra encore plus petit. L’experience 
femble plutôt être favorable à ce paradoxe que contraire; caron re- 
marquera ailément, qu’il n’eft pas pofsible de donnera un plan incli- 
né une telle inclinaifon , que* la defcente fe fit au fri lentement, qu’on 
voudra : car, ou le corps ne defeendra point du tout, ou il defeendra 
affe?. virement. Mais pour mieux rëusfir dans ccs expériences, il faut 
bien prendre garde, quele plan dont on fe fert foit partout egalement 
poli, afin que lefrottement foit partout le meme, car il n’y a aucun 
doute, que fi le frottement étoit plus grand dans un endroit du plan, 
que dans un autre, on ne fauroit tirer de l’experien ce aucune confié- 
quence bien affeurée. 
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